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Ââåäåíèå

Ïðîáëåìû ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ íà ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ

àðõèòåêòóðàõ è èõ ðåøåíèå:

Êîí�ëèêòû îáùåé ïàìÿòè.

Íåîäíîðîäíîñòü ðåñóðñîâ.
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�àçäåëåíèå ðàñ÷¼òíîé ñåòêè

Âàðèàíòû äåêîìïîçèöèè îáëàñòè:

1

�àçäåëåíèå ñåòêè ñ âåòâëåíèåì (METIS).

2

�àçäåëåíèå ñåòêè áåç âåòâëåíèÿ íà îñíîâå îáúåäèíåíèÿ ñëî¼â:

1

Áëî÷íûé.

2

Ïî ÷åòíîñòè íîìåðîâ ñëîåâ.

à) á)

�èñ. 1 : �àçäåëåíèå 1/4 ìåìáðàíû, ÷èñëî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ Nfe = 107136, ÷èñëî
ïîäîáëàñòåé nΩ = 32: à) ñ âåòâëåíèåì, á) áåç âåòâëåíèÿ.
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�àçäåëåíèå ðàñ÷¼òíîé ñåòêè Îáúåäèíåíèå ñëîåâ.

à)

á)

â)

�èñ. 2 : �àçäåëåíèå à) è âàðèàíòû îáúåäèíåíèÿ ñëî¼â â áëîêè äëÿ nΩ = 4: á) áëî÷íàÿ
ñõåìà; â) ñõåìà ïî ÷¼òíîñòè.
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Ìåòîäû äåêîìïîçèöèè îáëàñòè Ïîýëåìåíòíàÿ ñõåìà ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ

Èíèöèàëèçàöèÿ:

A, M̄ ∈ R
N×N

;

u, r, p, q, z ∈ R
N
;

i← 0;
ui ← 0;
ri ← f ;
zi ← M̄ri;
pi ← zi;
ρi ← (ri, zi);

Âûïîëíÿòü, ïîêà ||ri||2/||b||2 > ε
{

qi ← Api;
αi ← (ri, zi)/(qi, pi);
ui+1 ← ui + αipi;
ri+1 ← ri − αiqi;
zi+1 ← M̄ri+1;

ρi+1 ← (ri+1, zi+1);
βi+1 ← ρi+1/ρi;
pi+1 ← zi+1 + βi+1pi;
i← i+ 1.

}
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Ìåòîäû äåêîìïîçèöèè îáëàñòè Ïîýëåìåíòíàÿ ñõåìà ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ

Òàáëèöà 1 : Âðåìÿ ñáîðêè â ïîýëåìåíòíîé ñõåìå, ñåê, Nfe = 507904

CPU 2 CPU 4 CPU 8 CPU GPU

Ñ ñèíõðîíèçàöèåé

Íåóïîðÿäî÷åííîå ðàçäåëåíèå 0.017 0.2870 0.1830 0.1780 �

Áåç ñèíõðîíèçàöèè

Áëî÷íîå ðàçäåëåíèå 0.017 0.0077 0.0040 0.0027 0.0290

�àçäåëåíèå ïî ÷åòíîñòè 0.017 0.0099 0.0052 0.0034 �

Èçìåíåíèå àëãîðèòìà ñáîðêè

Óìíîæåíèå íà ìàòðèöó � � � � 0.0036

èíöèäåíòíîñòè

Äîêë. À.Ê. Íîâèêîâ (ÈÌ ÓðÎ �ÀÍ) Ïîñëîéíàÿ äåêîìïîçèöèÿ â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì àíàëèçå 7 / 15



Ìåòîäû äåêîìïîçèöèè îáëàñòè Áëî÷íûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Îñîáåííîñòè êðóïíî-áëî÷íîé ðåàëèçàöèè qi = Api

ñòðîèòñÿ ãðà� ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû óðàâíåíèé A;

ãðà� ìàòðèöû G(A) ðàçäåëÿåòñÿ íà ïîäãðà�û Gk(A);

ìàòðèöà A ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè Ak, ñîîòâåòñòâóþùèå Gk(A);
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· · · A
[bk,ik ]
k

A
[bk,bk ]
k

· · · 0 A
[bk,bnp ]

k
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 · · · 0 0 · · · A
[inp ,inp ]
np

A
[inp ,bnp ]
np

0 A
[bnp ,b1]
np

· · · 0 A
[bnp ,bk]
np

· · · A
[bnp ,inp ]
np

A
[bnp ,bnp ]
np







































,

çäåñü k 6= m, k,m ∈ [1, np] � íîìåðà áëîêîâ.

A
[ik,ik]
k

� ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé ñâÿçûâàþò âíóòðåííèå âåðøèíû;

A
[ik,bk]
k

, A
[bk,ik]
k

� ìàòðèöû, ñâÿçûâàþùèå âíóòðåííèå âåðøèíû ñ ãðàíè÷íûìè;

A
[bk,bm]
k

� ìàòðèöà, ñâÿçûâàþùàÿ ãðàíè÷íûå âåðøèíû k-ãî áëîêà ñ ãðàíè÷íûìè

âåðøèíàìè m-ãî áëîêà.

ïðîèçâåäåíèå qi = Api ðåàëèçóåòñÿ äëÿ ìàòðèöû A â áëî÷íîé �îðìå.
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Ìåòîäû äåêîìïîçèöèè îáëàñòè Áëî÷íûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Â âàðèàíòå íåñêîëüêèõ GPU qi = Api âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1 qb
k
=

∑

m

A
[bk,bm]
k

pbm, m ∈ [1, np],m 6= k; {Âû÷èñëåíèå íà CPU è êîïèðîâàíèå íà GPU}

2 qi
k
= A

[ik,ik]
k

pi
k
+ A

[ik,bk]
k

pb
k
. {Âû÷èñëåíèå íà GPU}

3 qb
k
+ = A

[bk,bk]
k

pb
k
+ A

[bk,ik]
k

pi
k
; {Âû÷èñëåíèå íà GPU}

Âåêòîð p ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ¾ãðàíè÷íûõ¿ è ¾âíóòðåííèõ¿ êîìïîíåíò

pT = (pi1, p
b
1, . . . , p

i
k
, pb

k
, . . . , pinp

, pbnp
), òàê æå, êàê âåêòîðû q, u, r, z.

Òàáëèöà 2 : Âðåìÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ

1

áëî÷íîé ñõåìîé ìåòîäà ñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ

Íàçâàíèå

n/nnz
n

CPU 1 GPU 2 GPU 4 GPU 6 GPU 8 GPU

òåñòà

Inline_1 503712 / 73 1537.0 166.27 149.18 144.64 181.23 230.78

Fault_639 638802 / 44 299.5 40.07 38.06 37.93 46.14 61.06

Emilia_923 923136 / 44 706.5 94.67 77.26 69.98 80.85 101.87

Audikw_1 943695 / 82 846.5 85.33 62.33 51.29 55.84 67.64

Flan_1565 1564794 / 75 1675.5 144.60 97.70 71.31 73.16 82.51

1

Â âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëüçîâàíû ìàòðèöû èç ¾The University of Florida Sparse

Matrix Colle
tion¿ (http://yifanhu.net/GALLERY/GRAPHS/sear
h.html).
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Ìåòîäû äåêîìïîçèöèè îáëàñòè Áëî÷íûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Îñîáåííîñòè ïîñëîéíîãî ðàçäåëåíèÿ äëÿ áëî÷íîé ñõåìû.

Íà óðîâíå ñåòêè:

ñòàòè÷åñêàÿ áàëàíñèðîâêà â âèäå ðàçäåëåíèÿ ñåòêè íà ñëîè ÿ÷ååê, ñ

ïîñëåäóþùèì îáúåäèíåíèåì ñëîåâ â ïîäîáëàñòè áåç âåòâëåíèÿ;

�îðìèðîâàíèå áëîêîâ ïðè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé àïïðîêñèìàöèè íà ïîëó÷åííûõ

ïîäîáëàñòÿõ ñåòêè.

Íà óðîâíå ìàòðèöû A:

â êà÷åñòâå ïåðâîãî ñëîÿ áåðóòñÿ âåðøèíû ãðà�à, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâîé ñòðîêå

ìàòðèöû A;
óñëîâèå ñîñåäñòâà � ñóùåñòâîâàíèå âåðøèí, ñâÿçàííûõ ñ òåêóùèì ñëîåì.
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Ìåòîäû äåêîìïîçèöèè îáëàñòè Ìåòîä äîïîëíåíèÿ Øóðà

Ïàðàëëåëüíîå �îðìèðîâàíèå äîïîëíåíèå Øóðà:

1

Ïàðàëëåëüíî â êàæäîé i-îé ïîäîáëàñòè:

1 Ââû÷èñëÿåì ìàòðèöû A
′

IB = A
−1

II
AIB , ðåøàÿ íà GPU ñèñòåìó

AIIA
′

IB = AIB (1)

2 Âû÷èñëÿåì ìàòðèöû SBB , ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäîáëàñòè i.

SBB = ABB − ABIA
′

IB . (2)

3 �åøàåì íà GPU ñèñòåìó:

AIIf
′

I = fI . (3)

4 Âû÷èñëÿåì ñëàãàåìûå âåêòîðà ïðàâûõ ÷àñòåé äëÿ ãðàíèöû

f̃B = fB − ABIf
′

I . (4)

2

Ôîðìèðóåì íà CPU ìàòðèöó S̃BB â �îðìàòå CSR è âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè f̃B

S̃BB =
∑

i

Si
BB , f̃B =

∑

i

f̃ i
B. (5)

Ïàðàëëåëüíîå ðåøåíèå:

1

�åøàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ãðàíèöû íà íåñêîëüêèõ GPU

S̃BB ũB = f̃B . (6)

2

Íàõîæäåíèå íåèçâåñòíûõ äëÿ âíóòðåííèõ óçëîâ

uI = f
′

I −A
′

IB ũB . (7)
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Ìåòîäû äåêîìïîçèöèè îáëàñòè Ìåòîä äîïîëíåíèÿ Øóðà

�èñ. 3 : Cåòêà èç Nfe = 174264
òåòðàýäðîâ, nΩ = 16.

Îñîáåííîñòè ãåîìåòðèè:

�àçâèòàÿ ãðàíè÷íàÿ ïîâåðõíîñòü.

Ïðåîáëàäàíèå îäíîãî íàïðàâëåíèÿ,

íå ñîâïàäàþùåãî ñ êîîðäèíàòíûìè.

Ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ýëåìåíòû, âñå

óçëû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ãðàíèöå.

Íåðàâíîìåðíîñòü ïî øàãó ñåòêè è

âàëåíòíîñòè óçëîâ.

Òàáëèöà 3 : Âðåìÿ �îðìèðîâàíèå äîïîëíåíèÿ Øóðà, ñåê.

nΩ CPU 1 GPU 2 GPU 4 GPU 6 GPU 8 GPU

16 1583.6 1912.6 1165.5 789.9 657.6 589.4

32 480.6 1173.9 661.8 401.7 314.0 266.5

64 145.1 678.8 378.2 224.8 174.7 149.0

128 � � 237.2 145.8 118.5 102.5

256 � � 194.0 121.0 97.7 86.0

512 � � 168.3 105.7 86.0 75.4

1024 18.7 233.4 144.0 92.2 77.5 68.0
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Ìåòîäû äåêîìïîçèöèè îáëàñòè Ìåòîä äîïîëíåíèÿ Øóðà

Òàáëèöà 4 : Âðåìÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû S̃BB ũB = f̃B, ñåê.

nΩ CPU 1 GPU 2 GPU 4 GPU 6 GPU 8 GPU

16 > 28800 912 421 205 281 264

32 > 28800 983 630 430 317 274

64 18067 287 174 98 82 72

128 � � 127 78 66 60

256 � � 106 70 61 56

512 � � 85 63 56 53

1024 6502 69 76 59 54 52

Äîêë. À.Ê. Íîâèêîâ (ÈÌ ÓðÎ �ÀÍ) Ïîñëîéíàÿ äåêîìïîçèöèÿ â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì àíàëèçå 13 / 15



Ìåòîäû äåêîìïîçèöèè îáëàñòè Ïîñëîéíîå ðàçäåëåíèå è óðîâíè èåðàðõèè

�èñ. 4 : Ìíîæåñòâî ñëîåâ, ns = 128.
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Ìåòîäû äåêîìïîçèöèè îáëàñòè Ïîñëîéíîå ðàçäåëåíèå è óðîâíè èåðàðõèè

�èñ. 4 : Ñëîè îáúåäèíåíû â 16 áëîêîâ ωi, i = 1, nω , nω = 16
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Ìåòîäû äåêîìïîçèöèè îáëàñòè Ïîñëîéíîå ðàçäåëåíèå è óðîâíè èåðàðõèè

�èñ. 4 : 4 óðîâåíü (8 ïîäîáëàñòåé Ωj , j = 1, nΩ, nΩ = nω/2 = 8)
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Ìåòîäû äåêîìïîçèöèè îáëàñòè Ïîñëîéíîå ðàçäåëåíèå è óðîâíè èåðàðõèè

�èñ. 4 : 3 óðîâåíü, nΩ = 4

Äîêë. À.Ê. Íîâèêîâ (ÈÌ ÓðÎ �ÀÍ) Ïîñëîéíàÿ äåêîìïîçèöèÿ â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì àíàëèçå 14 / 15



Ìåòîäû äåêîìïîçèöèè îáëàñòè Ïîñëîéíîå ðàçäåëåíèå è óðîâíè èåðàðõèè

�èñ. 4 : 2 óðîâåíü, nΩ = 2

Äîêë. À.Ê. Íîâèêîâ (ÈÌ ÓðÎ �ÀÍ) Ïîñëîéíàÿ äåêîìïîçèöèÿ â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì àíàëèçå 14 / 15



Çàêëþ÷åíèå

Â ïîýëåìåíòíîé ñõåìå áëàãîäàðÿ ïîñëîéíîìó ðàçäåëåíèþ (ðàçäåëåíèå áåç âåòâëåíèÿ)

áûëè èñêëþ÷åíû êîí�ëèêòû â îáùåé ïàìÿòè ïðè ïàðàëëåëüíîé ñáîðêå âåêòîðà

ðåçóëüòàòà ìàòðè÷íî-âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè áëî÷íîãî ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ

ïåðñïåêòèâíûì íàñëåäîâàíèå ïîñëîéíîãî ðàçäåëåíèÿ ñåòêè äëÿ ðàçäåëåíèÿ ìàòðèöû

íà áëîêè íà ýòàïå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé àïïðîêñèìàöèè.

Ïðèìåíåíèå ïîñëîéíîãî ðàçäåëåíèÿ ñåòêè â ìåòîäå äîïîëíåíèÿ Øóðà ïîçâîëèëî: â

ïîëòîðà ðàçà ñîêðàòèòü âðåìÿ �îðìèðîâàíèÿ ìàòðèö Si
BB

çà ñ÷åò ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ

ðàçìåðîâ ìàòðèö (óìåíüøåíèÿ Ai
II
, è óâåëè÷åíèÿ Ai

BI
è Ai

IB
) è ëîêàëèçàöèè äîñòóïà

ê äàííûì.

Èñïîëüçîâàíèå áëî÷íîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ, ïîçâîëèëî ñíèçèòü îãðàíè÷åíèÿ íà ðàçìåð

ñèñòåì, ðåøàåìûõ íà GPU.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ:

Îáúåäèíåíèå ñëîåâ â ìíîãîñâÿçíûõ ñåòî÷íûõ îáëàñòÿõ.

Íàñëåäîâàíèå ðàçäåëåíèå ñåòêè áåç âåòâëåíèÿ äëÿ �îðìèðîâàíèÿ áëîêîâ ìàòðèöû

êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Ïîñòðîåíèå èåðàðõè÷åñêîãî ìåòîäà äîïîëíåíèÿ Øóðà íà îñíîâå ðàçäåëåíèÿ ïî ñëîÿì.

Ïîñëîéíîå óïîðÿäî÷åíèÿ â ñåòî÷íûõ ïîäîáëàñòÿõ, ïîëó÷åííûõ äðóãèìè àëãîðèòìàìè.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ, ãðàíòû �17�01�00402-a,

16�01�00129-à.

Äîêë. À.Ê. Íîâèêîâ (ÈÌ ÓðÎ �ÀÍ) Ïîñëîéíàÿ äåêîìïîçèöèÿ â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì àíàëèçå 15 / 15


	Разделение расчётной сетки
	Объединение слоев.

	Методы декомпозиции области
	Поэлементная схема метода сопряженных градиентов
	Блочный метод решения систем линейных уравнений
	Метод дополнения Шура
	Послойное разделение и уровни иерархии

	Заключение

